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Capitulo 1

Nociones preliminares sobre problemas de
valor inicial.

1.1. Ejercicio 1.1

Ejercicio 1.1. Demostrar que el problema de valor inicial

(1.1)

tiene una solucion definida en el intervalo [—1, 1].

Solucion. La funcion f(t,€) = (t +sin(€))* es continua sobre cualquier rectangulo

Ros={(t,§) € R*: |t — to] < ¢ — &| < B}

donde en nuestro caso, ty = 0,&, = 3. Nuestro objetivo es poder usar el Teorema de Peano (Version
Local) que afirma que si f(t,) es continua sobre un rectangulo R, s para ciertos «, 8 > 0 entonces
existe z(t) solucion del problema de valor inicial en [ty — h, ty + h] donde

) B
h pr— —_—
min {04, i
Yy
M = max t,
L £

Puestro que ¢y = 0, el problema (1.1) tiene una solucion z(t) definida en el intervalo [—h, h]. Tomamos
a = 1 de forma que

[f(£,€)] = [t +sin(€)]* < ([t + [ sin(€)])*
<(1+1)72=4

puesto que en R; 5 tenemos que |t| < 1y |sin¢| < 1 para todo ¢ € R. Asi, tomando cualquier valor
de 8 mayor o igual que 4 tenemos que

) s
h = 1, —¢r=1
mm{ T

y se sigue el resultado. [ |



1.2. Ejercicio 1.2

Ejercicio 1.2. Dados a > 0y g > 0, consideramos

R={(t,§) € R™: |t —to] < o, |I§ — &Il < 8}
Demostrar que el problema de valor inicial
{x’(t) = f(t,2(1)) 12)
z(to) = o
donde f € C(R) verifica
ol <2 (e R

tiene una solucion definida en el intervalo [ty — a, o + af.

Solucion. Sabemos que f € C(R), luego por el Teorema de Peano (Version Local), el problema (1.2)
tiene una solucion z(t) definida en [ty — h,to + h], donde h se calcula como en el ejercicio anterior.
Ahora, como

g

1O <= (L eR
tenemos que

M = ma t <
mix [1/(t,)]] <

s
o
de forma que
, B } )
h=min<a, — » =min{a,a} =«
{0 57a ) = mintea)

y asi, z(t) esta definida en el intervalo [t — a, to + . |

1.3. Ejercicio 1.3
Ejercicio 1.3. Sea f € C!' (R";R") y

M(r) = max [[f(z)][, r = 0

|||l <r

Si se verifica que
. M(r)
lim

r—00 r

=0

demostrar que el problema de valor inicial
0

tiene un tnica solucion definida en todo R.

Solucion. Como por hipotesis f € C! (R™;R™), por el Teorema de Picard-Lindeldf, el problema (1.3)

tiene solucion unica en el intervalo [ty — h,ty + h] = [—h, h]. Ahora bien, como
M
it M) _
r—00 r



tenemos que r crece asintoticamente més deprisa que M (r). Sea
M = ma =M
mx||/(€)]| = M(3)

donde Rg = {¢£ € R": |[¢]| < B}. Haciendo o = 8 tenemos que

B

y tenemos dos opciones: si h = [, haciendo f — oo se tiene el resultado; si h = ) entonces

haciendo § — oo se concluye que h = co y se sigue el resultado. [ |

1.4. Ejercicio 1.4

Ejercicio 1.4. Dados {a,...,a,} € R {f1,...,0.} € Ry g € C(R) acotada, se considera la funcion
i=1

Demostrar que el problema de valor inicial

{x’(t) = [ (t,2(t)) (1.4)

z(to) = &o
con to, & € R arbitrarios, tiene una tnica solucion z(t) que esté definida en todo R.

Solucion. Veamos que f(t,€) es lipschitziana en la segunda variable. Dados £,n € R,

|f(t,8) — f(t,n)| = |g(t) Zaﬂf — Bil —g(t) Z%‘W — il

= [g(t) Z%’ (1€ = Bil = [n = Bi)

i=1

< Mi|a,~|
i=1

< MZ |ai]|€ = m
i=1

€~ Bl + 16 ~

donde la primera desigualdad se debe a que f(¢,() es acotada con constante de acotacion M y la
segunda desigualdad se debe a la desigualdad triangular inversa. De esta forma, f(t, () es de Lipschitz
en la segunda variable y por tanto el problema de valor inicial (1.4) tiene solucién tnica.

1.5. Ejercicio 1.5

Ejercicio 1.5. Sea || - || una norma en R™ y C' > 0 una constante positiva verificando que
1< = Cl[¢]loo, ¢ € R”

:=1 . la, b] x R™ — R™ es lipschitziana (en las dos variables) con

constante de Lipschitz L > 0, entonces cada componente f* es lipschitziana (en las dos variables)
con constante de Lipschitz L/C > 0.

Demostrar que si la funcion f = (f*)



Sea m € {1,...,n}. Queremos probar que la funcién
ffla,b) xR =R

es lipschitziana en las dos variables con constante de Lipschitz L/C, esto es, que dados £, € Ry
t,s € |a,b] tenemos que

[f7 (8 = (s m)| < = ([t = s+ 1€ = nll)

Ql ™~

De esta forma, tenemos que

FE) — fMsm)] < 7€) = (sl
< iuf(t,s) — fsm)ll

(It = s[+ 1€ = nll)

th

y se tiene el resultado. |

1.6. Ejercicio 1.6

Ejercicio 1.6. Sea ty € [a,b],§, € R" v f = (f1,. .. ,fn)T tal que las funciones

(HLectaixrim v () ccuxrim

i n
—gaf;} estan acotadas en [a,b] x R", se verifica que
iJij=1

existe una tnica solucion z(t) del problema de valor inicial definida en el intervalo [a.b].

Demostrar que si, ademaés, las funciones {

Solucion. Para resolver este ejercicio necesitamos un resultado previo

Teorema (Teorema del Valor Medio (en R")). Sea f: G — R donde G es un subconjunto convexo
de R™. Dados x,y € G, entonces existe un c tal que

[f(y) = F@) < [[VF (1 =)z +cy)ll |y — =] (1.5)

Veamos asi que la funcion f es lipschitziana en la segunda variable. Sean t € [a,b] y £,n € R™.
Entonces

£, 8) = f&mll < CIf () = f{t )|

_Ck?%f?fn f*(t, ) — o (t,m)|
|

=C|f*(t,8) — f*(t,n)
<OV =)&) +ctm) [l It E) — (& n)ll
S CHIVF (1 =)t €) + c(t,m) [|]1(0,€ = n)]
< C*M|¢ — ]|

donde por un lado, C' es una constante tal que

S]] < Cliclloes ¢ € R”



por otro

siendo M; la constante de acotacion de la derivada parcial i-ésima de 7 y s € {1,...,n} es el indice
donde se maximiza la cantidad | f*(¢,&) — f*(t,n)|. De esta forma hemos probado que la funcién f es
lipschitziana en la segunda variable con constante de Lipschitz C?M y por tanto podemos aplicar el
Teorema de Picard-Lindel6f que afirma que el problema de valor inicial tiene una solucion x(t) tnica
en [a, b]. |



Capitulo 2

Métodos monopaso

2.1. Ejercicio 2.1

Ejercicio 2.1. Aplicar el Método de Euler (explicito) al problema de valor inicial
' (t) = /z(t)
z(0)=0

. Es la solucion obtenida una buena aproximacion de las soluciones?

Solucion. Tomamos & = 0 en el problema de valor inicial y el paso h (0 < h < 1) lo méas pequeno
posible (por ejemplo, del orden de 10™*. Nuestra funcion es f (¢, z(t)) = f(z(t)) = +/(z(t). El Método
de Euler explicito crea una soluciéon x; de la forma

o =280, Tip1=x;+hf(t,x(t;))

de esta forma, xg =& =0y

xp = xp—1 + hf(xp_1) =0+ hf(0)=0

y asi se obtiene la solucion aproximada z(t) = 0. Esta es una buena aproximacion a una de las
soluciones, pero como se puede comprobar, hay mas de una. En particular

[\

son soluciones del problema de valor inicial. [ |

2.2. Ejercicio 2.2

Ejercicio 2.2. Demostrar que el error local de truncamiento para el Método de Euler (explicito)
asociado a cualquier solucion x de la ecuacion diferencial

2(t) = at + B, t € [to, T]

8



con «, # € R, verifica que

_ O(h")paratodor >0 sia=0
7(h) = .
O(h) sia#0

Solucion. Siz/(t) = at + 3, tendremos entonces que z”(t) = a y que z’(t) = 0 para todo t € [ty, T.
El error de truncamiento 7(t, h) asociado al Método de Euler explicito viene dado por la expresion

t+h)—ax(t)
h

Desarrollamos usando el Teorema de Taylor z(t + h)

(£, h) = lt — ft, (b)) (2.1)

z(t+ h) = x(t) + ha'(t) + h;x”(g)

donde estamos denotando

(=")"(&")
notacion que seguiremos utilizando a lo largo de los ejercicios. De esta forma (1.5) se escribe ahora

x(t+ h) — x(t)

T(t,h) = - — f(t,x(1))
_ % (x(t) + ha'(t) + %x”@) - x(t)) —a'(t)

2

1 (h(at+5) + h—a) —(at +8)

h 2
:(at+ﬁ)+ga—(at+6)
h
:§Q/

Asi, segiin si «v es 0 no es cero, tenemos que o bien que 7(h) = O(h) si no lo es o bien que 7(h) = O(h")
para todo r > 0 si si que lo es. [ |

2.3. Ejercicio 2.3
Ejercicio 2.3. Se considera la ecuacion diferencial
a'(t) = f(t,2(t)), t € [to, T]

donde f € C'. Dado N € N, tomando como paso h = T2 y la red de puntos t; = to + ih,i =
0,1,..., N, se considera el §-método

zo = o
Tiv1 = T4 + h [(1 - 0)f (twl’(tz)) + Hf (ti—&—l,x(ti—i—l))] s 1= O, . ,N —1

a) Demostrar la siguiente estimacion del error local de truncamiento

7(h) <c (% + 6) Msh

9



siendo
My = méx [|2"(t)|]o

te(to, T

y ¢ > 0 una constante positiva verificando que |[|¢|| < ¢/|(]|s0, ¢ € R™.

b) Concluir que el orden del #-método es 1.

Solucion. Para el primer apartado, consideramos el desarrollo de Taylor
2

z(t+h) = x(t) + ha'(t) + %x”(f)

puesto que como f € C!, z(t) € C? y podemos considerar el desarrollo de orden 2. Derivando
obtenemos que

2(L+R) = 2/(t) + ha"(7)
de forma que el error local de truncamiento viene dado por la expresion

z(t+ h) — x(t)

T(t,h) = . —[(1=0)f (t,z(t)) +0f (t + h,x(t+ h))]
_HO 4O 5O =20 1 gy 40 () + )
= 2/(1) + 2a"(€) — (1) — 0a'(1) + 0'(1) + Oha” ()
= 24(@) — ona” ()
=2 (a®) — 200 )
y por tanto
() = It 1) = 212" @) — 20"
g%m@>2w%mm
< 2 (1@ + 112627 ) )
< % (Ms + 200\1)
= %Mg( 1+ 20)
De este modo tenemos que 7(h) = O(h) y por lo tanto el f-método tiene orden 1. n

2.4. Ejercicio 2.4
Ejercicio 2.4. Se considera el problema de valor inicial

{f@:f@w@%te%Jﬁ (2.2)

x(to) = o
donde f € C! y es lipschitziana en la segunda variable con constante de Lipschitz L > 0. Dado N € N
y tomando como paso h = L= to y la red de puntos t; = to+th, i = 0,..., N, se considera el Método

de Euler (explicito)

o = &o
Ti+1 :$Z+hf(tl,l‘z), 220,1,,]\]—1

10



Supongamos que se quiere obtener una aproximacion de la solucion exacta cuando el intervalo tiene
longitud 4 y L = 10 de forma que ¢(h) < 1073. Suponiendo que xy = & y se sabe que 7(h) < Ch
para cierta constante C' > 0 conocida, jcomo debe elegirse N en funcién de C' para obteneral? En
particular, suponiendo que C'= 10?7y N = 10" con ¢,r € N, jcomo debe elegirse r en funcion de ¢?

Solucion. Utilizamos el Teorema de Aproximacion que aparece en los apuntes

e(h) < v lam) | + L)

donde

= ()

En nuestro caso, L = 10,7 —tg =4,0 =0,h = % y €o(h) = x(ty) — xo = & — & = 0 de forma que

et _14C
< -~
‘M=

y como queremos que €(h) < 107 imponemos esta condicioén

et —14C

<1073
10 N —

y despejamos N, obteniendo que
N >400C (' — 1) ~ 9,4154 x 10°C

Nos piden por ultimo obtener r en funcién de ¢ suponiendo que N = 10" y C' = 10?. Llamamos
D = 9,4154 x 10° de forma que
10" > D10

y tomando logaritmos se obtiene
r >log(D) +q

[ |
2.5. Ejercicio 2.5
Ejercicio 2.5. Se considera el problema de valor inicial
2/(t) =sin (In ((z(t))? +4)), t € [0,1]
(2.3)
z(0) =1

y la secuencia {x;}/, generada a partir del Método de Euler (explicito) con paso h = .

a) Demostrar que el problema tiene una tnica solucién. Probar ademéas que z € C* ([0, 1]).
b) Si 7(h) denota el error local de truncamiento, demostrar que 7(h) < 2.

c) Si x(t) es la solucion exacta del problema (2.3), probar que

|2 (tiy1) — Tipa] < (L+AL)|z(t:) — 25| + h|T(t:, b))

parai=0,..., N — 1. ;Qué valores pueden tomarse como L7

11



d) Si se toma xy = 1, encontrar un ntimero natural Ny de forma que €(h) < 10~* para todo
N > Nj.

Solucion.

a) La funcion
f(&) =sin (ln (52 + 4))
es de clase C ([0,1]) y por tanto, z(¢) también lo es. Para ver que (2.3) tiene solucion tnica
veamos que es la funcion f(§) es lipschitziana. Sea & € [0, 1]. Tenemos que

H H—Hcos ln(f —|—4 €2+4H
<2
=llesa
1
< —
-2

De esta forma, por el Teorema de Picard Lindeldf, el problema de valor inicial (2.3) tiene
solucion tnica.

b) Realizamos un desarrollo de Taylor para x(t + h)

2

vt + ) = a(t) + ha'(t) + o (n)

2
de forma que
rt.m) = TN =0 g )
o(t) + ha'(8) + B () —x(t)
- h -z (t)
= 2(1) + () — 2'(1)
h 2
=3 (COS (ln (,u + 4)) ufi 4)
y por tanto , .
() =it Wl = 51"l < 5

¢) Tomando de nuevo desarrollos de Taylor tenemos que

2

Pltann) = a(t) + D () + o (1)

gx//(ﬂ)

Por otro lado, el Método de Euler explicito dice que

Tipy1 = x; + hf(t;, x;)

12



de forma que
2

o) + hf (4 a(t ))+%x”(u)—xi—hf(ti,xi)

-t

| (@(ts) — ) = h (f (ti, 20)) = f (ts, () + hr(ts, B
|2 (t;) — @i| + b\ f (i, 2(t:) — f(ti, )| + B|7(t;, b))
‘ mz{—i-hL ’x xz|)+h‘ tz,h‘
_(1+hL)\ (t;) —xi]+h|7t,-,h|

‘x(tzurl —$z+1 =

IA A

donde en la primera desigualdad hemos utilizado la Desigualdad Triangular y en la segunda el
hecho de que f es lipschitziana con constante de Lipschitz L. Por el primer apartado tenemos
que L > % puesto que la constante de Lipschitz es el supremo de la derivada parcial.

d) Como en el ejercicio anterior, utilizamos la misma estimacion para el error solo que ahora L = %
y T —ty = 1. De esta forma, puesto que h = %
1 1
e2 —11 ez2 —11
h) < — = —
M —"N""7 N
e imponiendo la condicién de que
e:—11 <1074
2 N
despejamos N para obtener que
104 (et — 1)
N> ——~ 7
- 2
104 (e2 — 1)
de forma que podemos tomar Ny = —5—=
|
2.6. Ejercicio 2.6
Ejercicio 2.6. Se considera el problema de valor inicial
2'(t) = sin? (z(t)), t € [0,1] (2.4)
z(0) =1

y la secuencia {z;}¥, generada a partir del método de Euler implicito.

a) ;Cuéntas soluciones tiene el problema? ;Por qué?
b) Dar un rango de valores de h admisible para que el método de Euler implicito esté bien definido.
¢) Si 7(h) denota el erro local de truncamiento, demostrar que 7(h) < 2.

)

d) Si z(t) es la solucion exacta del problema, probar que para el error de discretizacion global
absoluto en el Método de Euler implicito se tiene una estimacion del tipo

e(h) < w(h)lleo(m)]| + (¥(h) — 1) 7(h)
para todo h = % € H con h < h suficientemente pequeno. Determinar una funcion (h) valida.

e) Si se toma xy = 1, encontrar un nimero natural Ny de forma que

max ‘x(tl) —x'z‘ < 1072, N > NO
=0,...,N

77777

13



Capitulo 3

Métodos Multipaso

3.1. Ejercicio 3.1
Ejercicio 3.1. Comprobar que el orden de los siguientes métodos multipaso es el indicado.

a) Método de Adams-Bashforth de 2 pasos

Tivs = Tiy1 + 2 (3fiy1 — fi) (3.1)
Orden 2 '
b) Método de Adam-Bashforth de 3 pasos
Tivs = Tipo + 25 (23fi2 — 16f;01 + 5f;) (3.2)
Orden 3 '

c) Método de Adams-Moulton de 2 pasos

Tir2 = Tjpq -+ % (5fi+2 - 8fi+1 - fl) (3 3)
Orden 2 .

Solucion.

a) El error local de truncamiento asociado el Método (3.1) viene dado por la expresion

a(t+2h) —z(t+h) 1
h 2

Asumiendo que f € C2, es decir que = € C3, realizamos desarrollos de Taylor de orden 3

7(t,h) = (Bf(t+ h,z(t+h)) — f(t,z(t)))

h? h3
z(t+ 2h) = x(t + h) + ha'(t + h) + 7ac”(t +h) + Ezm(@
2 3

o(8) = 2t + h) — ha'(E+ h) + %x”(t +h)— %x’”(ﬁ)

de forma que

2

f(t,x(t) =2'(t) =2"(t + h) — ha"(t+ h) + %x'"(ﬁ)

14



De esta forma llegamos a que

x(t+2h)—x(t+h) 1

7(t,h) = 7 — 5(3f(t—|—h,x(t—|—h)) — f(t,z(t)))
= % <x(t +h)+ ha'(t+h) + %2:0”@ +h)+ %31:”’(5) —x(t + h))

B % (Sx’(t +h) - (x’(t +h) —ha'(t+h) + h;f"@)))

/ h " h " (e / 1 h2 e
:x(t+h)+§x (t—l—h)-I—Ex (&) — <2m(t+h)+hx (t+h)—?a: (V))

DN | —

luego el Método (3.1) tiene efectivamente orden 2.

b) De la misma forma que en el apartado anterior, el error local de truncamiento para el Método
(3.2) viene dado por la expresion

x(t+3h) —x(t+2h) 1

T(t,h) = - 5 (23f(¢ + 2h,a(t +20)) = 16£ (¢ + h,(t + h)) = 5 (t,2(1)))

Asumiendo que f € C3 podemos realizar desarrollos de Taylor de orden 3 de forma que

2 3 4 _

x(t + 3h) = x(t + 2h) + ha'(t + 2h) + %x”(t +2h) + %x”’(tz +h) + %x””(g)
2 3

z(t + h) = x(t + 2h) — ha'(t + 2h) + %x"(t +2h) + %x"'(t +2h) + 2" ()

4h3 A4
z(t) = (z + 2h) + —2ha'(t + 2h) + 4h*2" (t + 2h) — %x”’(t + 2h) + %x'"'(g)

Asi tendremos que

h? B3
f(t+ bt + D) = 2/(t +2h) — ha'(t + 2h) + 2" (t + 2h) — Em””(()
4h3 —
ft,2(t)) = 2'(t + 2h) — 2ha” (t + 2h) + 2h%2" (t + 2h) — %x””(g)
Por tanto, tenemos que, por un lado
t+3h) —x(t + 2h 1 B2
e h 2 - 7 (@"(H 2h) + ha(t +21) + T (¢ + 20)+
hs " h4 " (&
7 (t+2h) + BV (&) — x(t + 2h)
! h " h? " h? " (¢

15



mientras que por otro

23f2‘+2 — 16fi+1 + 5fl = 231"(25 + 2h)—
h? h? -
16 (x'(t +2h) — ha' (t 4 2h) + T (t 4 2h) = ’”’(g))

+
4h3 -
5 (x'(t + 2h) — 2ha” (t + 2h) + 2k (t + 2h) — %x”"(@))

4h3 - -
= 122/(t 4 2h) + 6ha”(t + 2h) + 2h%2" (t + 2h) + % (22""(¢) — 52"(9))

Asi, finalmente, llegamos a que
n® ., .  4h* , . 5R® . _
(t h) 24 /”/(f) _ ?l‘””(é‘) + %xlﬁl(e)
= O(h?)

luego efectivamente, el Método (3.2) tiene orden 3.

3.2. Ejercicio 3.2

Ejercicio 3.2. Halla el orden de los siguientes métodos, sin usar desarrollos de Taylor, calcular su
constante de error y estudiar su convergencia. Mostrar qué tienen que cumplir los r primeros pasos
para que €(h) = O(hP?) con p méaximo, y dar un método que sirva para calcular esos r primeros pasos.

a) Método del Punto Medio: x;1o — x; = 2hf(tiy1, Tit1)
b) Método de Simpson: x; o — x; = % (fivo +4fi1 + f)
d) Método de Milne explicito de 4 pasos: xi,4 — x; % (2fivs — firo +2fit1)

)
)
c) Método de Adams-Moulton de 2 pasos: Tiyo — Tiy1 = % (5fite + 8fiva — fi)
)
e)

Tivs — T3 = 32 (firs + 3fia + 3fi1 + fi)

Solucion. Vamos a usar el siguiente hecho

Teorema. Un (p,0)-método tiene orden de precision p € N si y sdlo sico=c; =0---=¢, =0y
cp1 7 0 donde

co=0(1) = o
e =0(1) —o(l) =34 (ko — B)

¢; =10, (kaw — jB) K, j=2,3,...

donde r es el nuimero de pasos y oy, B son los coeficientes de la expresion

T T
> i =hY_ Bifir
k=0 k=0
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a) En este primer caso, tenemos que r = 2 y de esta forma, los coeficientes oy y Sy son

aoz—l ,60:0
o =0 pr1 =2
(1/2:1 52:0

De esta forma calculamos los ¢, como en (3.4) obteniendo

c=-14+0+1=0
cqq=-24+2=0
c =0
c3 = % #£0
Asi, como el primer ¢ # 0 es c3 concluimos el el orden de precision del método es 2.

b) De nuevo, calculamos los «y y los S;. Obtenemos

ag = —1 502%
041:() 61:%
az =1 Bo=13

y de nuevo siguiendo las expresiones en (3.4) obtenemos los valores de los ¢

co=0
=0
cp =0
03:%7&0

y como el primer ¢, distinto de 0 es c3, concluimos que el orden de precision del método es 2.

¢) De la misma forma que antes, calculamos los ay, y Bx. Obtenemos

=0 502—%
ap = —1 51=§
az =1 Bo=3

y mediante las ecuaciones (3.4) obtenemos los ¢

4

co =10
cp =0
co =0
c3 =20
\04:—17&0

de forma que el orden de precisién del método es 3 pues el primer ¢, distinto de cero es c¢y.

d) Volvemos a repetir lo mismo que en los apartados anteriores. En este caso obtenemos

( (

ag =0 Bo=0
ap =1 Br=2
az =0 B2 = —3
az =0 By =3
\a4:1 \ﬁ4:0
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y nuevamente siguiendo las ecuaciones (3.4) obtenemos los ¢, que son

;

co=20
=0
c =0
c3=10
cy =0
L5 #0

de forma que el orden de precision del método es 4 pues el primer ¢, distinto de cero es cs.

e) Como antes, tenemos en este caso que

ap=—1 Bo=3
a; =0 Br=3%
az =0 Bo =3
ag =1 B3 =2

y obtenemos los ¢ a partir de (3.4)

(co =0
cp =0
co =0
c3=0
cy =0
L5 #0

luego el orden de precision del método es 4.

3.3. Ejercicio 3.3

Ejercicio 3.3.

a) Demostrar que no hay ningtin método lineal, de una paso y explicito.
b) Demostrar que no hay ningin método lineal, de un paso e implicito, de orden superior a 1.
Escribir en ambos casos un método de orden méaximo.

Solucion.

a) Supongamos que hay un método que cumple las condiciones del enunciado. Escribimos

1 1
> gk =hY_ Brfir
k=0 k=0

es decir,
a0z + o xip1 = h(Bofi + Bifis1)
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Ahora, para que el método sea explicito necesitamos que 3; = 0, de forma que el método queda
Qi + a1xiy1 = hPo fi

Asi, para que sea de orden superior a 1 tenemos que ¢y = ¢; = ¢ = 0 para que sea de al menos
orden 2. Utilizamos las ecuaciones (3.4) y obtenemos que

Oéo+Oé1=O
—ﬁo—FOélIO

ar
5 =0
De la tercera ecuacion obtenemos que a7 = 0 y sustituyendo en la primera también se obtiene

ag = 0 de forma que no queda mas remedio que 5y = 0, contradicciéon. Para que halla uno de
orden méximo, imponemos la condicion de que a; # 0. De esta forma,

Gy = —(
50 =

‘l‘z‘ﬂ +x; = hf;

de forma que queda el método

que es el Método de Euler explicito.

b) Como antes imponemos las condiciones para que sea implicito (3; # 0) y de orden superior a 2,
es decir, que ¢y = ¢; = ¢3 = ¢3 = 0 para que al menos sea de orden 2. De esta forma obtenemos
las ecuaciones

g+ oy = 0
—Botar—p1=0
ap — 261 =0

a; — 361 =0

Directamente restando las dos tltimas ecuaciones obtenemos que 5; = 0 lo que contradice la
hipotesis de que el método sea implicito. Para obtener un método de orden maximo, eliminamos
la cuarta ecuacion. de la tercera obtenemos que «; = 20 y sustituyendo en la primera, que
ag = —201. Sustituyendo de nuevo en la segunda obtenemos que 5y = (31, de forma que el
método queda

2012441 — 2017 = hB1 (fiy1 + fi)
y dividiendo por 2/3; se obtiene

h
Tip1 — T = ) (fix1+ fi)

que es el Método del Trapecio.

3.4. Ejercicio 3.4

Ejercicio 3.4. Dados A, i € R se considera el método

Tiy3 — T + AN (@2 — Tip1) = ph (fire + fiv1)

19



a) Determinar A\ y u para que el método sea de orden 4.
b) Hallar la constante de error.

c) (Es este método O-estable?

Solucion.

a) Para que el Método sea de orden 4, queremos que
60201202263204:0

y que ¢5 # 0 donde los ¢, se calculan como en (3.4). Calculamos los «y y los by. Obtenemos

que
ap=—1 Bo =
ap = —A B =p
ay = A P2 =t
a3 =1 B3 =0

De esta forma (omitimos los factoriales pues nos interesa sacar las soluciones para Ay u

cg=—PBo+ag— B+ 200 — [y + 303 — B3
= 0 A—p+22+3-0

B S TES]

o =ag — 201 + (200 — 202) 2 + (3ag — 263) 3
= - A—2u+4N—4p+9
=3\—6p+9

c3=a; — 301 + (200 — 362) 4 + (3as — 363) 9
=—A—3u+ 8\ —12u+ 27

=[7X\ — 151 + 27

Como la segunda ecuacion y la tercera son proporcionales, utilizamos las ecuaciones obtenidas
al calcular ¢; y c3 para proponer un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (A y ). Al

resolverlo obtenemos que
A=9| |u=6

y seguimos calculando los ¢ siguientes

Cqy = % (Oél — 451 —+ (20[2 — 4ﬁ2)8 + (3043 — 453)27)

= 5 (79— 24+ (18 — 24)8 + 3- 26)

=-33-48+81=0
1

€= 5 (a1 =581 + (2a2 — 562)16 + (3as — 535)81)
1
= = (=9 =30+ (18 = 30)16 + 81 - 3)
12 1
T 510

y por tanto, el método tiene orden 4.
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b) La constante de error viene dada por

c _ St
error o ( 1)

donde c,; es el primer ¢; distinto de 0 y

o(z) = Z Brz*
k=0

Asi, o(1) = By + (1 + B2 + S35 = 12 y por tanto

1101
CGI'I’OI' — 12 — 120

c¢) Para ver si el método es 0-estable, tenemos que imponer la condicion de Dahlquist sobre o(z) =
> h—o @x2®, pues un método es O-estable si y solo si el polinomio p(z) verifica la condicion de
Dahlqubhist.

Condicién de Dahlquist: El polinomio o(z) = Y, _, ax2” verifica la condicion de Dahlquist
si sus raices {z1,...,23} C C verifican

a) |zi| <1,i=1,2,...,r (las r raices de o(z) se encuentran en el disco unidad).

b) Si |z;] = 1 entonces z; es una raiz simple de o(z) (las raices de p(z) que estan sobre la
circunferencia unidad tienen multiplicidad 1).

Ahora, el polinomio o(z) es
0(z) = —1—-92+922 +2°

Utilizando Fubini y resolviendo la ecuacion de segundo grado restante obtenemos que las raices
de o(z) son z = 1,z = =5 &+ 21/6, luego no cumple la condicion de Dahlquist y por tanto el
método no es O-estable.

3.5. Ejercicio 3.5

Ejercicio 3.5. Encontrar, si es posible, un (g, 0)-método lineal 0-estable de dos pasos y orden
a) 3y explicito.

)
) 4
)
)

o

c) 4y explicito.
d) 5.

Solucion.

a) Para que sea de orden 3 necesitamos que ¢y = ¢; = ¢3 = ¢3 = 0, ¢4 # 0 donde los ¢, son como
en (3.4) y ademéas para que sea explicito ha de ser by = 0. De esta forma tendremos que las
ecuaciones obtenidas a partir de (3.4) forman un sistema de ecuaciones de 4 ecuaciones con 5
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incognitas. Puesto que el método tiene que ser de 2 pasos, hacemos ay = 1 pues el sistema seria
compatible determinado y dependiente de un parametro. Asi, las ecuaciones seran entonces

ag+ap = —1

ay — o — 1= —2
ap — 281 — 4By = —4
ap — 30 — 128, = =8

Este es un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas que tiene soluciéon tnica

‘Oéoz =5,a1 =4,6p = 2,5 24‘

Estudiamos ahora si el (g, 0)-método es 0-estable. Para ello vemos si el polinomio o = g +
a1z + apz? verifica la condicion de Dahlquist. Tenemos que

02) =2 +42—-5=(2—1)(z+5)

Puesto que una de las raices es z; = —5, tenemos que |z1| > 1 y por tanto no se verifica la
condicion de Dahlquist por lo que concluimos que el método obtenido no es 0O-estable.

Para que el método tenga orden 4 tienen que cumplirse simultdneamente las ecuaciones ¢; =
co = c3 =cq4 = 0,c5 # 0 donde los ¢ se calculan como antes. Ahora no podemos suponer que
B2 = 0 porque no nos dicen si el método es implicito o explicito. Haciendo de nuevo as = 1
obtenemos ahora las ecuaciones

ap+ oy =—1

ay — fBo— 1 — P = =2
o — 201 — 4Py = —4
a; — 361 — 128, = =8
a1 — 40, — 320, = —16

Este es un sistema de 5 ecuaciones con 5 incégnitas que tiene solucién tnica

1 4
ao=—17@1=0,50=§,51=§a52:—

Verificamos ahora que efectivamente tiene orden 4, es decir, que c5 # 0.

— % (a; — 561 + (209 — 562)15)

1 4 1
== (0-5-+(2-5-)16
5 (055 + (235 0)

_1( 20,16
~ 5l 3 3

1
90

Cs

luego efectivamente el método tiene orden 4. Veamos por tltimo si es 0-estable comprobando
si verifica la condicion de Dahlquist. En este caso el polinomio o(z) es

02)=22—-1=(z—1D(z+1)

cuyas dos raices son 1 y —1, ambas con multiplicidad 1. De esta forma el método es 0O-estable.
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c) Es claro que no puede haber un (g, 0)-Método de dos pasos y de orden 4 y explicito, pues si
asi lo hubiese tendriamos que 5 = 0 para cumplir la condicién de ser explicito. Pero en el
apartado anterior hemos visto que para que un (p, 0)-Método tenga orden 4 necesariamente ha
de ser [y = %7 contradiccion.

d) Tampoco puede hacer un (p, o)-método de 2 pasos de orden 5 pues como hemos visto en el
segundo apartado, cs # 0.

3.6. Ejercicio 3.6

Ejercicio 3.6. Se considera un (g, 0)-Método multipaso lineal con o(z) = 2%. Encontrar un polinomio
cuadratico o(z) para que el (g, 0)-Método anterior tenga orden maximo. ;Cual es este orden maximo?
. Es convergente el método obtenido?

Solucion. La informaciéon que nos dan en el enunciado es que

T

o(z) = Zﬁkzk = 2

k=0
de forma que el (g, 0)-Método buscado es de 2 pasos y que By = 51 = 0y fs = 1. Consideramos por
tanto el método multipaso lineal
QaTiya + 1Tip1 + oty = hfigo

e imponemos las condiciones en los ¢; definidas en (3.4) para que el método tenga orden méximo.
Obtenemos las ecuaciones

(%)) + o + g = 0

a1 + 20&2 —1=0

a1 + 4042 —4=0
que es un sistema con 3 ecuaciones y 3 incognitas con solucién tinica

—1 5 3
on=—.0 = — o = —
0 9 , k1 s L2 3

y por tanto, el (g, 0)-método buscado es

3
STiv2 — 2T — 5% = hfigo
2 2

Para ver cual es el orden méximo seguimos calculando los ¢,k > 2 hasta encontrar el primero

distinto de 0.

1 1
= 2 (<24 (3-3M4) = — #0

y por tanto el orden méaximo es 2. Para estudiar la convergencia utilizamos la siguiente informacién

Cs

Teorema. Un (p,0)-Método es convergente si y solo si es consistente y 0-estable.

Como el método obtenido es consistente al ser ¢y = ¢; = 0 tenemos que verificar la condicion de
Dahlquist para comprobar la 0-estabilidad y asi ver si es 0 no es convergente. El polinomio o(z) es
en este caso

3 5 1

2)==2"—2z—

o(2) = 5 5
que tiene como raices z; =1y 25 = %, ambas con modulos menores o iguales que 1, de forma que el
(0, 0)-método obtenido es O-estable y por la discusion anterior es convergente. [ |
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Capitulo 4

Métodos de prediccidon-correccion

4.1. Ejercicio 4.1

Ejercicio 4.1. Se considera el problema de valor inicial

{x’(t) = f(t,z(t), t € [to, T
x(to) =&

donde f € C ([tg,T] x R™;R™) y es lipschitziana en la segunda variable con constante de Lipschitz
L > 0. Dado N € N se considera la red de puntos de paso h = T]_Vto formada por los nodos t; = tg+ih
parat=20,1,..., N.

Para resolver numéricamente el problema se considera el Método de Adams-Moulton de 2 pasos

h

Tite = Tiv1 + 75 (5f (tiva, Tiva) + 8f (tiv1, Tiv1) — f(ti, i)

parat=20,1,..., N — 1.
a) Demostrar que este método es 0O-estable y de orden 3.

b) En lugar del método implicito anterior se considera el método de prediccion-correcion P(EC)E
en el que se toma como predictor el Método de Euler modificado y como corrector el Método
de Adams-Moulton anterior. Demostrar que el método anterior tiene orden 3.

Solucion.

a) Para este primer apartado, calculamos los coeficientes ¢, definidos en (3.4) y vemos cuales se
anulan. Después veremos si el método verifica la condicion de Dahlquist para ver si efectiva-
mente es O-estable. Tenemos que

ap =0 Bo=—1
o =—1 B=3%
az =1 By =2

de forma que

cg =0—-14+1=0
18 125 _
0 = - ptn =0
“12 16 , 48 20
G2 = T =0
12 24 , 96 60
g =— " nmtn—1=0
— 50
\C4 —37£O



luego efectivamente el método es de orden 3 pues el primer ¢ distinto de cero es ¢;. Veamos
ahora que es O-estable. El polinomio o(z) en nuestro caso es

o(z) = Zakzk =22-1
k=0

que tiene por raices z; = 1,z = —1 ambas de mddulo igual a uno y simples. Asi, el polinomio
o(z) satisface la condicion de Dahlquist y el método es en conseuencia 0-estable.

El Método de Euler mejorado viene dado por la expresion

Tig1 =T +hf (ti + 5

ﬁ,xz‘ + ﬁf(ti, 901))

2
que no es un (g, 0)-método, de forma que no podemos aplicar el Teorema de los apuntes. Sin
embargo, podemos adaptar la demostracion para este caso. Denotamos por 7*(¢,h) al error
local de truncamiento del Método de Euler mejorado y por 7(¢, h) al del Método de Adams-
Moulton de 2 pasos. Como el nimero de pasos no coinciden, hacemos un falso Método de Euler
mejorado con dos pasos,

h h
Tiyo = Tiy1 +hf (ti+1 + 5 Titl + §f(ti+1> $i+1)>

) h h
=Ty +Ihf (75 +1ih + 5 Litl + Ef(tiJrla $i+1)

de forma que el 7*(¢, h) viene dado por

o(t + 2h>h— wtt+h) (t + % o(t,h) + §f<t + byt + h>>) (4.1)

T*(t, h) =

Por otro lado, 7(¢, h) viene dado por

t+2h) —x2(t+h 1
(i, h) = SO EOER) (5104 91 a(a-4 20)) 4 8700+ (-4 ) — F0,2(0)
y el error local de truncamiento del método de correccién-prediccion resultante, 77 FE (¢ p)
viene dado por

t+2h)—xz(t+h) 1
TPEOE (¢ h) = zlt + )h zlt + )_E (5f(t +2h, 2*(t + 2h)) + 8f(t + h,z(t + h)) — f(t,x(t)))
donde x*(t + 2h) es el valor predicho por el predictor, el Método de Euler modificado. Sumando

y restando la cantidad

5
Ef(t + 2h, z(t + 2h))
a la ecuacion anterior, obtenemos reorganizando los términos que

x(t+2h) —x(t+h) 1

FPEOB( by — — — (5f(t +2h, 2" (t + 2h)) + 8f(t + h,x(t + b)) — f(t,x(t)))

n % (f(t i 2h, 2(t + 2%5)2— St +2h,2(t + 2h)))

_a(t+ 2h)h— z(t+h) % (5f(t + 2h, a(t + 2h)) + 8F(t + h,x(t + h)) — f(t,z(1)))
* % (f(t 4 2h, x(t + 2h)) — f(t + 2h, z*(t + 2h)))

— r(t,h) + 1—52 (f(t+2h,w(t + 2h)) = f(t + 2h, 2" (t + 2h)))
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Ahora, tomando moédulos y haciendo uso de que f es lipschitziana en la segunda variable con
constante de Lipschitz L, tenemos que

=] < el + et +2) - e+ 2m)] (42

Ahora, en la ecuacion (4.1) despejamos x(t+2h), que es en realidad el valor predicho z*(t+2h),
de forma que

z*(t + 2h) = x(t+ h) + hf <t+%,(t+h>+gf(t+h,a:(t+h)))

e introduciéndolo en (4.2), queda

||2(t+2h) —a*(t+2n)|| =

z(t+2h)—x(t+h)—hf (t+%,(t+h)+gf(t+h,x(t+h))) H

y dividiendo a ambos lados de la ecuacién por el paso h obtenemos finalmente que

||(t + 2h) — 2*(t + 2h)|| = A

T*(t, h)H

Por tltimo, puesto que por el primer apartado 7(¢,h) = 0(h®) y es un hecho conocido que el
Método de Euler modificado es de orden 2, tenemos que

7r(e0 _|[5008|| < [[r(e, | + 222+ e, )
=7(t,h) + %?*(t, h)
= O(k’) + O(h*) = O 3)
= O(h?)

de forma que el método de prediccién-correccion resultante es de orden 3.
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Capitulo 5

Estabilidad absoluta y problemas rigidos

5.1. Ejercicio 5.1

Ejercicio 5.1. Dado A € C con Re(\) < 0, se considera el problema de valor inicial

Az(t), t >0

a) Comprobar que la solucion exacta x(t) tiende a cero cuando ¢t — 400, independientmente del

dato inicial &.

b) Dado h > 0 se consideran los nodos t; = ih con ¢ = 0,1,2,... Comprobar que, usando
los métodos de FEuler, Euler implicito, 6-método, Taylor de orden 2, Fuler mejorado, Euler
modificado y de Runge-Kutta de orden 4 (clasico), la solucién numérica verifica que

Tit1 = R(h)ﬁl, 1=

donde h = b y la funcion de estabilidad o amplificacion) R(z) depende del método y viene

dada por
Método de Euler (explicito) : R(z)=1+=
1
Método de Euler implicito : R(z) = :
—z
1+ (1—-0)z
f-Método : R(z)= —— 7%
erodo () 1—0z
2 3 A
Métodos de Taylor de orden 2- Euler mejorado y modificado : R(z) =1+ z + o + 3 + 0
zé zé 24
Método de Runge-Kutta de orden 4 : R(z)=1+2z+ o 4 T + o
c¢) Concluir que x; = (R(ﬁ))Z xg para ¢ = 0,1,2,..., por lo que, para que la solucién numérica

tienda a cero independientemente del valor inicial, el paso h ha de ser elegido de forma que

IR(R)] < 1.

d) Demostrar que en Método de Euler explicito, a medida que Re(\) — —oo la restriccion sobre
el paso h es cada vez mayor. ;Se dan estas restricciones en el método de Euler implicito?



Solucion.

a) La solucion exacta del problema de valor inicial es

l‘(t) — 506)\75 — é—oeRe(A)teiIm()\)t

Re(A)t

luego, como Re(\) < 0, al hacer tender ¢ hacia infinito se tendra que e — 0 de forma que

z(t) — 0 cuando t — oo
b) Vamos haciéndolo método por método.

= Fuler explicito: El método viene dado por

Tiv1 = &4 + hf(tz, .%'Z)

De esta forma, puesto que R(z) = 1+ z tenemos que R(h) = R(Ah) = 1 + Ah. Por otro
lado, en nuestro caso

f(t, (b)) = Ax(t)

de forma que
Tiv1 = x; + hf(ti, x;) =z + hdx; = (1 + M\h)x; = R(ﬁ)a:i
» Fuler implicito: El método viene dado por
Tiy1 = T+ hf(tigr, wig1)

De esta forma, puesto que R(h) = 1le tendremos que

R(h) = R(\h) = - _1Ah

Por otro lado
Tip1 = Ti + hf(tig1, Tig1) = 2 + hAzi

y despejando ;41 en la ecuacién anterior obtenemos que

ZT; ~

Tiv1 = m = R(h)[[‘l

s 0-Método: El método viene dado por

Tipr =2 +h (1= 0)f(ti, z:) + 0f(tiv1, Tis1))

Por otro lado, el valor de R(h) en este caso es

14+ (1—0Ah
R(h) = 1(—9Ah)

Sustituyendo el valor de nuestra funcion f(t,z(t)) en el método obtenemos que
Tit1 = X5 + h(l - 9)/\1’@ + )\h9$i+1
de forma que despejando x;,1 queda

L+ —=0)Ah -
o x; = R(h)z;

Li+1 =
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» Taylor de orden 2: El método viene dado por
Tiy1 = x4 hTo(t;, x5, h)
donde
) I
Tg(ti, Xy, h) = f (t, SL’z) + §f (t, xl)

siendo
FOE) = fi+ fef
y en general
F0(€) = w(t €) + Def*V(t,€) f(t,€)
’ ot ’ ‘ ’ ’
Que en nuestro caso es

h A2h

de forma que el método entonces es

2 272

y como
~ A2h?
R(h) = R(Ah) =1+ Ah +

se cumple la propiedad.

» Fuler mejorado: El método viene dado por

En nuestro caso
h
Tit1 = T; + 5 (Azi + f(xi + Azy))

=x; + g ()\l’i + A\x; + )\thi)

A2D?
=$i+(1+)\h+ 5 )

Y como el valor de R(h) es

- AZh?
R(h) = R(\R) = 1+ \h +

se cumple la propiedad.

» Euler modificado: El método viene dado por

h h
=, T + Ef(ti,$¢)>

Tig1 = ; +hf (ti + 5
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En nuestro caso

h

h
232

21,2

X

y como
A2h?

R(h) = R(Ah) = 14 Ah + 5

se verifica la propiedad.

= Runge-Kutta orden 4: El método viene dado por

h
+ 5 (Fy +2F, + 2F5 + Fy)

Tiv1 = T
donde

Fy = f(tm%') = A1
h h
Fzzf( 5 y T + FI)

2
h h
ngf( 2IZ+2FQ)

Fy=f(ti+ h,x; + hF3) = x; <)\—|—‘)\2h+

h?
“( )
3h2
o (re 3+ 50

A2h? )\4h3>

2+4

De esta forma

+

h NR? o N3RE N

A2h2 o A3R3 n Aipt
2 6 24

por otro lado
~ A3h3 \ipt
R(h) = R(Ah) =1+ Ah + G + Y

de forma que se verifica la propiedad.

¢) Lo probamos por induccion sobre i. El caso base es i = 0, en cuyo caso tendriamos que

o = (R(h))oxo = 29

y se cumple trivialmente. Supongamos cierto para ¢ = k. Entonces

:m+1:fKMxk:}ﬂﬁ)Oﬂﬁ»kx¢:<RUD>M1$O

y se tiene el resultado. De esta forma para que la solucién numérica tienda a cero es necesario que
|R(h)| sea menor que 1, luego hay que escoger el paso h de forma que verifique esa propiedad.
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d) Sabemos que la region de estabilidad del Método de Euler explicito es
R =147 <1
Escribiendo esta expresion en funcion de A\h queda
|1+ Mh] <1

pero |Ah — (—1)| < 1 siy solo si

lo que ocurre si y solo si

Asi, cuanto més pequeno es el paso h, el radio % es mayor. Por tanto, tenemos que hacer h

lo suficientemente pequeno como para que A este en la bola. De esta forma, si Re(A\) — —o0
entonces h — 0.

[
5.2. Ejercicio 5.2
Ejercicio 5.2. Demostrar que los Métodos de Euler implicito y del Trapecio son A-estables.
Solucion. Decimos que un método es A-estable si su region de estabilidad contiene a C~ = {z € C |

Re(z) < 0}.

= Fuler implicito. La region de estabilidad asociada a este método es

<leh-1]>1

& heC\ B(0,1)

de esta forma, puesto que C~ C C\ B;(0,1) concluimos que el Método de Euler implicito es

A-estable.
= Trapecio. El Método del Trapecio es un #-método con 6 = % Asi, su region de estabilidad viene
dada por
1+ 32 1 1
<l |14+ =z|<|l-=
‘ -1z ‘ 37 ‘ 2°

< Re(z) <0

y por tanto, el Método del Trapecio es A-estable.
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5.3.

Ejercicio 5.3

Ejercicio 5.3. Se considera el problema de valor inicial

donde 2o € R" y A € M,, vy la red de puntos t; = ih parai=20,1,2,... con h > 0.

a)

Resolver numéricante el problema de valor inicial anterior utilizando los métodos del Ejericio
1. Comprobar que '
z; = (R(hA)) zg, 1 =0,1,2,...

donde R(hA) es una cierta matriz que depende de A.

Si la matriz A es diagonalizable y, por tanto, existen una matriz no singular P y una matriz
diagonal D tales que P~*AP = D, comprobar que (R(hA))" = P (R(hD))" P~!. Determinar la
matriz R(hD).

Demostrar que existen vectores {vy,vs,...,v,} CR™ y {v1,0s,...,0,} C R* tales que

l‘(tz) = Ze)‘ftivj Yyxr;, = Z (R()\]h)z QNJ]‘
j=1

j=1

parai=0,1,2,... donde {A1, \a, ..., A\, } C C" son los autovalores (posiblemente repetidos de
la matriz A. Ademas, si xy = &, se verifica que 0; = v; para todo j € {1,2,...,n}.

Suponiendo que \; < 0 para todo j = 1,2,...,n, determinar condiciones suficientes para que
la solucion aproximada mediante el Método de Euler (explicito) se comporte como la solucién
exacta cuanco i — +oo. Justificar que si el sistema es rigido, es decir, existen autovalores de A
que difieren en muchos érdenes de magnitud, es posible que con valores no muy pequenos de h
la solucién numérica no refleje el comportamiento cualitativo de la soluciéon exacta.

Solucion.

a)

No tenemos mas que cambiar 1 en las funciones de amplificacion del Ejercicio 1 por la matriz
identidad I. De esta forma, por ejemplo, para el Método de Euler explicito tenemos

R(hA) =T+ hA

de forma que

Para el método de Euler implicito, sea

R(hA) = (I —hA)™*
de forma que

Tit1 = T; + hAx;

y asi,
Tiv1 = {Ez(I — hA)_l = R(hA)l’Z

y de igual forma se hace con el resto de métodos. Dejamos indicadas aqui las matrices R(hA)
para los demaés.
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» Taylor de orden 2, Euler mejorado y Fuler modificado:
h2
R(hA) =1+ hA+ ?Az

= Runge-Kutta de orden 4:

h? h

4
R(hA) =1+ hA+ 5/12 + h| At

3 3
AT

3!
Para ver que en efecto se tiene que x; = (r(hA))" zo utilizamos induccion. El caso base lo
tenemos garantizado en todos los pasos. Asi, tenemos que suponiendo el resultado cierto para

k
Zry1 = R(hA)zy = R(RA) (R(hA))* 2o = (R(RA))* g

y se tiene el resultado.
De nuevo lo probamos por inducciéon. El caso base para ¢ = 0 es
(R(hA)’ =1 =P (RhD))’ P t=PIP'=PP =]
de forma que suponiendo el resultado cierto para k tenemos que
(R(RA)*" = R(hA) (R(hA))* = R(hA) (P (R(hD))" P)

= (P(R(hD)) P) (P (R(RD))" P)

— PR(hD) (R(hD))* P~

— P(R(hD))**' P~}

Ahora queremos determinar la matriz R(hD). Esto lo hariamos para cada método. La matriz

D es
Al

D =
An
donde \;,1 < ¢ < n son los autovalores de la matriz A. En el Método de Euler explicito, por
ejemplo, tendremos que

1+ h
R(hD) =1+ hD =
1+ A\,

que coincidecon la matriz diagonal cuyas coeficientes son R(h\;),1 < ¢ < n. Por poner otro
ejemplo, para el Método de Fuler implicito, en este caso tendriamos que

—1
1—h)\ T

R(hD)= (I —hD)™ ' = = Ny
1—h\, =i
que de nuevo vuelve a coincidir con la matriz diagonal cuyas coeficientes son R(h);),1 < i < n.
De esta forma tendremos que en general que
R(hAr)
R(hD) =
R(hA,)
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5.4. Ejercicio 5.4

Ejercicio 5.4. Demostrar que la region de estabilidad:
a) Del Método del Punto medio es vacia
b) De un método lineal explicito (ya sea monopaso o multipaso) es acotada.

Solucion. Vamos a utilizar un resultado diferente que aparece en los apuntes. Hemos visto que co-
nociendo el problema de valor inicial podemos calcular la funcion de estabilidad que dependera del
método que queramos usar y que la region de estabilidad absoluta viene dada por

|R(R)| < 1

Esta funcion no solo depende del método sino también de la funcion f(t, z(t)). Para ello necesitamos
calcular la region de estabilidad absoluta de otra forma. Definimos el polinomio de estabilidad para
un (o, 0)-método lineal de r pasos como

T

m(z,h) = Z (ak - izﬁk> * = o(2) — ho(2)

k=0

y de esta forma, diremos que la region de estabilidad absoluta del (o, o)-método correspondiente es
R={heC||s;(h)]<1,j=12....7r}

donde s;(h) son las raices del polinomio 7(z, h).

a) El Método del Punto medio viene dado por
Tiva = i + 20 f (i1, 0it1))

de forma que

y por tanto el polinomio 7(z, h) es
m(z,h) = 22 —2hz — 1

que tiene como raices

si(h) =h+Vh2+1

so(h) = h— V241
ahora bien

5 N _ B2 —vVh+1)(h+Vh2+1
o1y [E T

de forma que |:131(;L) | ‘32(ﬁ)| = 1 y por tanto es imposible que ambas sean menores que 1, luego
la region de estabilidad es vacia.
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b) Un método multipaso explicito es de la forma

r r—1

k
E WTiyk = h E Brz
k=0 k=0

de forma que el polinomio caracteristico viene determinado por

Ahora, jqué significa que la region de estabilidad esté acotada? Quiere decir que podemos
encontrar una bola abierta B, de forma que R C B.. En otras palabras, que existe un ¢ de
forma que para todo h € R se tiene que |h| < e.

De esta forma vamos a suponer que la region de estabilidad R no esté¢ acotada y que por tanto
los valores h € R tiene modulo arbitrariamente grande. Asi, se trata de probar que, al coger
una raiz de 7(z, h), denotémosla por s(h), y hacer

lim s(h)

lleguemos a una contradiccion.

Sea por tanto s(h) una raiz de m(z,h). Tendremos por tanto que s(h) es a su vez raiz del
polinomio

y por lo tanto las raices de II(z, k) (de igual forma, las raices de m(z, h)) tenderan a las raices
de o(z). Puesto que el método es explicito, o(z) tiene r — 1 raices contadas con su multiplicidad
mientras que los polinomios 7(z, fz) y 11(z, h) tienen r. Tomemos pues la raiz de I1(z, B) que no
es raiz de o(z). Si hacemos tender |h| — 400 tendremos dos casos: en el primero, este valor es
finito, y por lo discutido anteriormente dicha raiz sera una de las r — 1 raices de o(z). Asi, o(z)
tendria r raices, lo que contradice el hecho de que el método sea explicito; en el segundo caso,
la raiz tiende a infinito de forma que el método no es absolutamente estable para valores de h
con modulo arbitrariamente grandes (Teorema 5.9), y de esta forma concluimos que la region
de estabilidad es acotada.

[ |
5.5. [Ejercicio 5.5
Ejercicio 5.5. Consideremos el Método BDF de r pasos
g, T1,...,Ty,—1 dados
{Z};O pTive = hBy f (tigrs Tigr), 1=0,1,2, ...
donde a,. = 1y los restantes coeficientes {«g, a1, . .., a,_1, 5} se eligen para que el orden del método

sea lo mayor posible. Demostrar los siguientes resultados:

a) Cuando r = 2 se tiene que oy = %,041 = —% y Po = %
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b)
)

El método que definen los coeficientes anteriores es de orden 2, estable y convergente.

La region de estabilidad del método anterior contiene la semirrecta R~ = {x € R: z < 0}.

Solucion.

a)

Sir =2, el método es
Tito + 0Tite + o = hfa fite

Imponemos que tenga orden méaximo anulando los ¢; que se calculan mediante (3.4) hasta
obtener un sistema de ecuaciones de 3 ecuaciones con 3 incognitas.

00:0:>O[0+O[1+]_:O
=0 = a1 +2—-0F,=0
02:0:>C¥1—|—4—4ﬁ2:()

_ 1 _ _ 4 _ 2
de forma que al resolverlo obtenemos que ap = 5,01 = —3y B2 = 3.

Para ver que tiene orden 2 seguimos calculando

03:%(041—1—(042—352)2):%<—§+(2—3§)4> :—%7&0

luego efectivamente el método tiene orden 2. Esto prueba que es consistente, para ver que es
convergente faltaria probar que es 0-estable El polinomio o(z) viene dado en este caso por

4 1
o) =2 = 52— 5 =

3 3 %(3x2—4z—1)

que tiene raices z; = 1, 2o = % Asi, por la condicion de Dahlquist el método es O-estable y por
tanto convergente.
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Capitulo 6

Problemas de Contorno

6.1. Ejercicio 6.1

Ejercicio 6.1. Se considera el problema de contorno
—a(t) —2'(t) =0, t €0, 7]
z(0) =0 (6.1)
x(T) =p
Hallar los valores de T'> 0 y 5 € R para que el problema (6.1):
a) No tenga solucion.
b) Tenga, exactamentem una solucion.
¢) Tenga infinitas soluciones.
Solucion. El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial —z”(t) — z(t) = 0 es
P +1=0
que tiene como soluciones u = =+i, de forma que la solucién general es
x(t) = Asint 4+ Bcost
Ahora bien, si imponemos la condicién z(0) = 0 obtenemos que
BcosO=B=0
de forma que nos queda que la soluciéon es
x(t) = Asint
Por otro lado, puesto que z(T') = /8 distinguimos varios casos en funcion de los posibles valores de la
constante
_ b
sinl’
» SisinT # 0, es decir, T # kn para k € Z tenemos que existe un tnico valor de A y que por
tanto la solucion de (6.1) es unica.

» SisinT =0, es decir, T'=km con k € Z \ {0} tenemos dos posibles casos:

e Si 8 # 0 el problema no tiene solucion.

e Si § = 0 cualquier valor de A es valido y obtendriamos por tanto una familia de soluciones
x(t) = Asint, A€ R
[ |
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6.2. Ejercicio 6.2

Ejercicio 6.2. Repetir el Ejercicio 1 para el problema de contorno
—2"(t)+xz(t) =0, t € [0,T]
z(0)=0
a(T)=p

. Qué ocurre?

Solucion. Procedemos como en el ejercicio anterior. El polinomio caracteristico asociado a la ecuacion
diferencial —2"(t) + z(t) =0 es
W —1=0

que tiene como soluciones = +1, de forma que la solucion general del problema de contorno (6.1)

es
z(t) = Ae™" + Be ™

Ahora, imponiendo la condicién de contorno x(0) = 0 obtenemos que
A+B=0

de forma que A = —B y asi
z(t)=A(e " +¢') =2Asinht
Por otro lado, puesto que z(7T") = 3, distinguimos varios casos en funcion de los posibles valores de
la constante
B
~ 2sinh T

= Si § = 0 tenemos que, puesto que sinht = 0 si y s6lo si t = 0 y no es el caso, se obtiene la
solucion trivial z(¢) = 0 y ninguna mas que esa.

= Si B # 0 tenemos sin embargo que la constante A esta perfectamente definida y que por tanto,
el problema (6.1) tiene solucion unica.

6.3. Ejercicio 6.3

Ejercicio 6.3. Se considera el problema de contorno
"

—a"(t) + () "(t) +q(t)x(t) = r(t), t € [to, T
(to) = (6.2)
px(T) + ( ) =0

8

donde p,q,r € C ([to,T]) v «, 5,0 € R. Como es sabido, el problema homogéneo asociado a (6.2) es
el que se obtiene poniendo 7(t) =0y a = = 0.

a) Utilizando el Método de tiro lineal, probar que se da la siguiente alternativa:

1) o bien el problema homogéneo tiene como tnica solucion la trivial z(t) = 0 (en cuyo caso,
para toda funcion r(t) y valores arbitrarios «, 8 € R, el problema de contorno (6.2) tiene
una tnica solucion).
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11) o bien el problema homogéneo tiene soluciones distintas a la trivial (en cuyo caso, el

problema de contorno (6.2) o bien tiene infinitas soluciones o no tiene ninguna).

b) Demostrar que si > 0y ¢(t) > 0 para todo t € [tg, T] se da la situacion del subapartado 1.

Mostrar, con un ejemplo concreto, que lo anterior no es cierto, en general, si la funcion ¢(t) es

negativa.

Solucion.

a) Puesto que conocemos el valor de z(ty) el Método de tiro lineal consiste en conjeturar el valor

de 2'(ty), de forma que tomando un parametro s € R hacemos que z’(ty) = s y, considerando

el problema auxiliar

—y"(t) +p)y'(t) + a(®)y(t) = r(t), t € [to, T]
y(to) = @
Y'(to) = s

intentamos determinar s de forma que
pt(T;s) +y'(T;s) = B
y por tanto, la solucién o soluciones de (6.2) vendran dadas por
w(t) = y(t; s)

Por tratarse de un problema lineal, la solucion (¢; s) de (6.3) se puede escribir como

y(t;s) = y(t) + sy2(t) t € [to, T
donde y;(t) e ya(t) son las soluciones de los problemas

=) + p)yi (1) + ¢(t)ya (t) = r(t), ¢ € [to, T

y1(to) =

)=«
y1(to) =0

—y5 () + p(t)ys(t) + q(t)y2(t) = 0, t € [to, T
Ya(to) = 0
Y (to) =1

Ahora tenemos que

B=py(T;s) +y'(T;s) = p(y(T) + sy2(T)) + (Y1 (T) + sy(T))
= (un(T) + ¥4 (T)) + 5 (y2(T) + yo(T))

de forma que despejando s en la ecuacién anterior obtenemos

B — (py(T) + y1(T))
y2(T) + v (T)

S =

y distinguimos varios casos:
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» yo(T) + y4(T) # 0, en cuyo caso la ecuacion (6.4) tiene un tnica solucion

B = (T) + 5 (1))
y2(T) + y5(T)

y la solucién del problema (6.2) viene dada por

s =

B — (py(T) + 91 (T))
y2(T) + v (T)

z(t) = y(t;s) = yu(t) + 8y2(t) = yu(t) + y2(t)
» y2(T) 4+ y4(T) = 0. De nuevo se pueden presentar dos casos:

o 8 # uyi(T) + yy(T), en cuyo caso la ecuacion (6.4) no tiene solucion, por lo que el
problema de contorno (6.2) no tiene solucion.

o 3=y (T)+yi(T), en cuyo caso tenemos infinitas soluciones para la ecuacion (6.4),
y por tanto obtenemos una familia infinita de soluciones para el problema de contorno
(6.2)

x(t) = yl(t) + )‘y2<t)7 te [tOuT]v AeR

Hemos probado entonces el siguiente resultado:
Teorema. Sean p,q € C ([to,T]). Se tiene la siguiente alternativa:

a) Oys(T)+y5(T) =0, en cuyo caso el problema de contorno tiene una tinica solucion para
todor € C ([ty,T)) y a, p € R.

b) O yo(T) + y5(T) = 0, en cuyo caso el problema tiene infinitas soluciones cuando B =
py1(T) + yy(T) o ninguna en caso contrario.

Consideremos ahora el problema homogéneo
—z"(t) + () '(t) +q(t)x(t) = 0, t € [to, T}
(to) = (6.7)
pr(T) + ( )=0

y veamos que una condicién necesaria y suficiente para que yo(7) + y4(T) # 0 es que (6.7)
tenga como tnica solucion la solucion trivial.

8

Supongamos primero que yo(7) + y5(7T") # 0 y sea x(t) una solucion de (6.7). Denotemos
v = 2'(to)

Tenemos entonces que x(t) también es solucion de

—2"(t) + p(t)a'(t) + q(t)x(t) =0, t € [to, T
a'(to) =

y por tratarse de nuevo de problemas lineales, x(t) = yy2(t). En particular, cuando t =T
tenemos que

0= pa(T) +2"(T) = v (ny2(T) + y5(T))
Asi, puesto que yo(T) + y4(T) # 0 tenemos que v = 0 y por tanto, que z(t) = 0.
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Reciprocamente supongamos que y2(7") + y5(T) = 0 y lleguemos a contradiccion. Si fuese
y2(T) + y5(T) = 0, tendriamos que yo(t) seria solucion de (6.7), luego por hipotesis, yo(t) = 0,
lo que contradice que y5(ty) = 1. Hemos demostrado asi la alternativa del enunciado.

Teorema (Alternativa de Fredholm). Sean p,q € C ([to,T]). Se tiene la siguiente alternativa:

1) O bien el problema homogéneo tiene como unica solucion la trivial z(t) =0 (en cuyo
caso, para toda funcion r(t) € C ([to, T]) y cualesquiera o, 5 € R, el problema de contorno
(6.2) tiene una tnica solucion).

11) O bien el problema homogéneo tiene soluciones distintas de la trivial (en cuyo caso, el
problema de contorno (6.2) o tiene infinitas soluciones o no tiene ninguna).

[ |
6.4. Ejercicio 6.4
Ejercicio 6.4. Se considera el problema de contorno
—a”(t) + Az(t) = r(t), t € [0,1]
z(0) =« (6.8)

v(1) =5

Utilizando el Teorema de la Alternativa de Fredholm encontrar, justificadamente, todos los valores
de A € R para los cuales el problema (6.8) tiene una tnica solucién para toda funcion r € C ([0, 1])
y valores arbitrarios a, 5 € R.

Solucion. Por la Alternativa de Fredholm sabemos que (6.8) tiene soluciéon tnica si y solo si la unica
solucién del problema homogéneo

—2"(t) Ax(t) =0, t € [0, 1]
z(0) =0 (6.9)
(1) =0

es la trivial. Ahora, si 2”(t) — Az(t) = 0, el polinomio caracteristico asociado a la ecuacion diferencial

es
wr—=A=0

que tiene como raices p = +v/X. Distinguimos varios casos:
1) A > 0. En este caso, sea n € R tal que n* = \. La solucién general de (6.9) es
x(t) = Ae™ + Be ™
e imponiendo las condiciones iniciales tenemos que
z(0)=A+B=0
de forma que A = —B, y puesto que entonces
a'(t) = A (ne™ +ne™™) = Ancosh(nt)

y el coseno hiperboélico no se anula, se tiene que A = 0 de forma que la solucién obtenida es la
trivial z(t) = 0.
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11) A =0. En este caso tenemos que
2'(t) =0

de forma que
x(t) = At+ B

e imponiendo las condiciones iniciales se ve que z(0) = B =0y 2/(1) = A = 0 de forma que
nuevamente la solucion obtenida es la trivial z(t) = 0.

111) A < 0. Sea 7 tal que A = —n?. La solucién general de (6.9) viene en este caso dada por
x(t) = Asinnt + B cosnt
de forma que
z(0)=B=0

y por tanto z/(t) = Asinnt. Tenemos que
2'(t) = —Ancosnt
y asi, para que z’(1) = 0 se tiene que tener que

cosn =0

(2k—1)w
2

de forma que n = , donde k € Z. Asi, para que haya una solucion diferente a la trivial

tendremos que
2k —1)?
A= —n?= _(—
7 1
de forma que si queremos que el problema (6.9) tenga solucién tnica, hay que exigir que la
ecuacion anterior para A no se cumpla.

|
6.5. Ejercicio 6.5
Ejercicio 6.5. Se considera el problema de contorno
—2"(t) + z(t) = r(t), t € [0,1]
2(0) = 0 (6.10)

z(l)=1

donde r € C([0,1]). Si se aplica el Método de las Diferenciasl Finitas, la solucion aproximada del
problema (6.10) se obtiene al resolver el sistema lineal

AhXh = bh
donde el vector by, depende de la funcion r(t).

a) Determinar la matriz Ay, y el vector b, correspondientes al problema (6.10) y justificar que la
matriz Aj, es invertible para cualquier valor h > 0.

42



b) Si los valores de la funcion r(t) sélo pueden calcularse de forma aproximada como
rx(t) =r(t) + o(t)

y si X es la solucién del sistema correspondiente

demostrar que
[ = || < 119l1
(o ¢]
Solucion.
La matriz Aj,, viene dada por
aq —C1
_b2 a9 —Cy
—bg as —C3
Ay =
—bno1 any —cna
—bN an

En nuestro caso p(t) = 0y ¢(t) = 1 luego tenemos que p; = 0 para todo i y de esta forma

1
C;, = bz = ﬁ
y ademas
24+n* 2 )
“T T TRt
para todo i. De esta forma, la matriz Aj, es
24h% 1
h2 h2
1 24h2 1
TR hZ  h2
_1 24h? 1
2 2 2
A, = ' h 'h . h
_ 1 24R* 1
hZ k2 h2
1 2+hA?
h?  Th2

Para ver que efectivamente es invertible comprobamos que es de diagonal estrictamente dominante.
Para el primer nodo 7 = 1 tenemos que

2 2 1 1
Para los nodos i = 2,..., N — 1 tendremos que
2 2 1 1 2
ﬁ+1:ﬁ+1>_ﬁ+_ﬁ:ﬁ
y finalmente para el nodo i = N
2 2 1 1




de forma que la matriz es invertible. Por otro lado, como o = 0, 8 = 1 la matriz b, que viene dada
por

T1 O[bl
T9 1 0
by, = 7 ;
N Ben
se escribe
T1
r
b=
Y + h2
En este caso tenemos que
T‘T 0 T+ 5( ) 0
r*—2 110 ro + (t2) 0
T‘}kv 1 N + 5(tN) %
donde
o(t1)
5 — 5(?2)
o(tn)
Y asi,
(2+77) [|Xn — X Xl < 22118]10
luego
B2||%n — X3 < h?161]e
y finalmente
[ X0 = X5]| < 110l
[ |
6.6. Ejercicio 6.6
Ejercicio 6.6. Se considera el problema de contorno
—z"(t) + q(t)z(t) = r(t), t € [yo, T}
z(ty) = « (6.11)
pa(T) +2'(T) =
donde ¢, € C ([to,T]),q(t) > 0 para todo [ty,T],a,f € Ry u > 0.
a) Mediante un desarrollo de Taylor, probar que
$/<T) _ 'T(t) B J};(T B h) + §£L'H<V)

conv e (T —h,T).
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b)

A partir de la aproximaciéon mediante diferencias finitas centrales

woy o wlticn) = 22(t) +a(tin) B,
2"(t;) = h2 == () (6.12)

con v; € (ti_1,tiv1),i = 1,2,..., N, aplicar el Método de las Diferencias Finitas para obtener
un sistema de N + 1 ecuaciones con N + 1 incégnitas. Utilizar el apartado a) y la condicion de
contorno en el extremo de la derecha para obtener la ecuaciéon que falta con vistas a obtener un
sistema de N +1 ecuaciones con N +1 incognitas. Probar que el vector X = (z(t1), ..., z(txs1))"
es solucion del sistema

ApX = by, + 7(h) (6.13)

donde Ay, es una matriz diagonal, by, es un vector que depende de {r(¢;),c, 5,h} y 7(h) es un
vector que contiene los errores en las aproximaciones.

Demostrar que la matriz Aj, es invertible.

d) Comprobar que ||7(h)||l«c = O(h). Esta mala propiedad proviene del modo de discretizar la
condiciéon de contorno en t =T
Solucion.
a) Mediante Taylor, tenemos que
h2
(T —h)=x(T)— ha/(T) + ?zﬁ(l/)
donde v € (T'— h,T). De esta forma, despejando z/(T) llegamos a que
T)—xz(T—h) h
P R
h 2
b) Utilizando las aproximaciones mediante diferencias finitas centrales tenemos que, para el primer

nodo (i = 0) se tiene la ecuacion

_ZE(t(]) —2x(ty) + x(ts)

+q(t)x(ty) =1+ 7(t1, h)

2
Ahora, para i = 2,..., N tenemos que
— = 4 q(t)x(t) =1 + 7o(R)

y finalmente, utilizando la condicion de contorno, puesto que pux(T) + 2'(T) = ( tenemos que

pz(T) + 2T) = i@ —h)_ 8- gﬂs”(u)

o utilizando la notaciéon en nodos, para el nodo N + 1 tenemos que

x<tN+1) _x(tN) h "
h ot (v)

Ahora, agrupamos con lo que va con cada nodo. Tenemos asi que para ¢ = 0, teniendo en cuenta
que z(ty) = « llegamos a que

pa(tngr) + =B -

2 + h2Q(t1)

1
2 —x(ty)— =a+1r + 7(t1,h)

(ty) %
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Para:=2,....N

1
h2 _x(tl-f—l)ﬁ :T’Z—f—TZ(h)

1
Y finalmente para el nodo final tenemos que

—.T(tN)% + .T(tN_H) (,u + %) = B - g.ﬁlﬁ”(V)

Este sistema de N + 1 ecuaciones con N + 1 incognitas lo podemos escribir de forma matricial
como A, X, = b, + 7(h) donde

24.
% — 1 2+ hPq -1
- Hhoa —% . —-1 24 h2q —1
2 2
—Ha(ty1) ﬂ# _% —1 2+ hign ; -1 )
—5  htg —h R (p+g)

Q T 71(t1, h)

0 To T(ta, h)
bh=1:1+1|:|: :

0 rN T(tn, h)

5 0 T(tny1, )

Para ver que la matriz es invertible, veamos que es de diagonal fuertemente dominante. Para
la primera fila, puesto que ¢(¢) > 0 tenemos que

|a,11| == |2+h2q1| = 2+h2(J1 > 1 = |a12|

Ahora, puesto que es tridiagonal y los elementos de la sub y stper diagonal son no nulos, la
matriz es invertible.

El error local de truncamiento asociado es el obtenido al aproximar z”(t) con la aproximacion
mediante diferencias finitas centrales y al aproximar 2’(7) mediante el desarrollo de Taylor de

orden 1. Asi, tendremos que
h? h ,

T(t,h) = ﬁfﬂw)(ﬂ) — 57 (9)

de forma que

= h? ) h "
T(h) = [I7(t, W)l < 5[l (1] + S [l2" O]

h? h
< i
< 12M4 + 2M2
~ O(h)
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6.7.

Ejercicio 6.7

Ejercicio 6.7. Empleando la misma notacién del Ejercicio 6.6, se introduce el nodo artificial
tnie =T + h y la incognita adicional z(ty,2).

a)

e)
f)

Mediante un desarrollo de Taylor, probar que

_z(T+h)—x(T —h) h?

(1) = - (e

para cierto ¢ € (T'— h, T + h).

A partir de la aproximacion (6.12), aplicar el Método de las Diferencias Finitas para obtener
un sistema de N + 1 ecuaciones con N + 2 incognitas, {z(t1), z(t2),...,x(tns2)}. Utilizar al
apartado a) y la condicion de contorno en el extremo de la derecha para hallar una nueva
ecuacion y obtener un sistema de N + 2 ecuaciones con N + 2 incégnitas. Probar que el vector
X = (z(tr), (), ..., x(tni2))" essolucion del sistema (6.13) donde A, es una adecuada matriz
(que, esta vez, no es tridiagonal), b, es un vector que depende de {r(t;),«, 5,h} y 7(h) es un
vector que contiene los errores en las aproximaciones por diferencias finitas.

Comprobar que ||7(h)|] = O(h?).

Despejar de la ultima ecuacion del sistema anterior la incognita x(tx o) y obtener un sistema
equivalente al anterior, de N + 1 ecuaciones y N + 1 incognitas

Ay X = by +7(h) (6.14)

donde X = (x(ty), z(ts), ..., x(ty—1))" v A, es una matriz tridiagonal. El sistema (6.14) es el
que suele resolverse en la practica. ;Es 7(h) del mismo orden que 7(h)?

Demostrar que la matriz Ay, es invertible.

En el caso de que > 0y q(t) > gmin > 0 para todo [tg, T], obtener una estimacion del error
que se comete sobre los valores exactos al resolver el sistema

Ap Xy = by
g) Repetir los apartados anteriores cuando la ecuacion diferencial del problema de contorno (6.11)
es
—2"(t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t) = r(t)
Solucion.

a)

Para resolver el primer apartado, realizamos desarrollos de Taylor de orden 3 para (T + h) y
(T — h) de forma que

(T + h) =z(T) + ha'(T) + h;x"(T) + %3x”(7])
(T —h) =x(T) — ha'(T) + %2x//(T) - %31:'”(1/)

de forma que
3

BT+ B) — (T~ h) = 2ha'(T) + = (2" (n) + 2" (1)
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Ahora, por el Teorema de los valores intermedios tenemos que
x///(,’,]) _"_ $///<V) — 2{1:///(()

y por tanto
3

h
(T + h) — (T — h) =2ha/(T) + 333’"({)
Finalmente, despejando 2/(T") obtenemos que

x/(T) _ m(T+ h)Q_hx(T — h) - %x///(g)

Utilizamos de nuevo la aproximaciéon mediante diferencias finitas centrales

z(tiy) — 2x(t;) + x(tip1) R

Mt = _ (.
T (tz) = h2 12[E ! (%)
Para el primer nodo (i = 1) tenemos que
x(tg) — 2x(ty) + (¢ h* ..
_ (to) <21> (t2) +q(t)x(ty) =r(ty) + —=x )(1/1)
h 12
Puesto que z(ty) = a tenemos que la ecuacion anterior es equivalente a
2+ h2q1 1 07
JE(tl)T — x(tg)ﬁ =7+ ﬁ + 7'1<h)

donde ¢; = q(t1),m1 =1r(t1) y m(h) = ?—;xi”)(vl). Para los nodos i = 2,..., N + 1 (notese que
ya que tenemos un nodo extra ¢y;2 no hay ningtn problema) tenemos que
_ZE(ti_l) — 2[L‘(tz) + I‘(ti_H) i h2

o equivalentemente

1 2+ h%q  a(t
ﬁ%—x(ti) R (h;ﬂ):ﬁ‘+ﬂ'(h)

Finalmente, utilizando la condiciéon de contorno tenemos que

B = px(T) +2/(T)
= oty ) + Dzl 20 gy

de forma que reorganizando los términos obtenemos la ecuacion

—{E(ti_l)

2

1 . ,
— 55 %(tN) + pa(ing) + gra(tvee) = 6+ =2"(()

Asi, tenemos un sistema de N +2 ecuaciones con N + 1 incognitas. En forma matricial podemos
expresar este sistema como

ApX = by +7(h)

donde
2+h2q1 1
h2 2
1 2+hies 1
hZ h2 hZ
Ah = :
1 2+h%qNy1 1
h2 h2 h2
1 1
T 2n H 2h
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1+ % Tl(h)
T2 Tg(h)
bh = ) T<h) :
TN+1 T]2V+1(h)
g Fa(0)

c) Procediendo de la misma manera que en el ejercicio anterior, tenemos que el error de las
aproximaciones es
h2

Exi”) (v) +

h_2 " h2

r(h) = s (¢) = 7 (&

(v) +24"(C))

Asi, tomando la norma infinito tendremos que

7() = lIr ()l < 15 (01 + 201" (Ol

h
< 55 (Ma +205)

~ O(h?)

d) Si despejamos z(txn42) en la ultima ecuaciéon tenemos que

]‘ h2 n

ﬁl'(tN+2> B+ 7 (¢) + %x(t]\;) p(tne)

de forma que
3

H(txan) = 2085+ " (Q) = Dhpr{tesr) + (i)

Ahora, sustituyendo en la pentdltima ecuacién queda que

1 2+ h? 1 h3
—a(ty) h2+w(tN+1)$ - [zhﬁ Q) + altn) - zhx(tNH)]
1 24 hQC](tN) Qﬁ h ZE(tN) 2,U,
(tN)hQ + fC(tNH)T T gx"'(C) Y + 7$<tN+1)
2 2 — h2q(tn11) + 2hu
—z(ty)— e + z(tny1) ( hQH >

— % + gx'"(C) +r(tns1) + 71 (h)

De esta forma obtenemos ahora un sistema de N + 1 ecuaciones con N + 1 incognitas, que se
puede escribir en forma matricial como

Ap Xy, = by +7(h)

donde
2+h3%q1 1
h2 2
! 2+-h?go 1
h2 h2 h2
A = - )
1 2+h%qn 1
h2 h2 h2
2 2+h2qn414+2hp
hZ h?
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N

2
N1+ m

TN‘(}L)
52"(C) + a1 (h)

e) Para ver que es invertible, veamos que satisface las hipotesis del Lema 6.17. Primero, la
matriz A, es de diagonal fuertemente dominante, pues es de diagonal dominante ya que como
¢ > 0, > 0 tenemos que

2+h32q1 | _ 2+h32q 2 1 _

" | T T 2 ’
2+h%2q1 | _ 2+h%q: 2 _ 1 1
" T [T 2Tt
o |2ER%aniat2hp| _ 24hPqN a2k
h2 - h2 -

_L|

h2

1 1
==l + |-z
2

R e R

Ademas, existe un ig, en este caso ig = 1 de forma que |a;;,| es estrictamente mayor que la
suma de los elementos de la fila distintos a ¢l. Asi hemos demostrado que A, es de diagonal
fuertemente dominante. Ahora, puesto que es tridiagonal y los elementos de la sub y siper
diagonal son todos no nulos concluimos que la matriz A, es invertible.
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Capitulo 7

Examen Junio 2017

Ejercicio 7.1 (3 Puntos). Se considera el problema de valor inicial

{x'(t) = —22(t), t>0

o1 (7.1)

a) Si {x;}2, es la sucesion que se obtiene cuando se aplica el método de Euler explicito con un
paso de discretizacion h > 0 (que se supone fijo) y con zy = 1, calcula el valor de x; con i € N
arbitrario.

b) ;Cuadles son los valores z1,x2 y x3 cuando h = g?

c) Si x es la solucion exacta del problema (7.1), jqué debe cumplir h para que lim;, ., z; =
Hmy 400 ()7

d) ;Qué debe cumplir h para que, ademas de la condicién dada en el apartado c¢), se cumpla que
x; > 0 para todo 7 € N?

En todos los apartados anteriores se debe justificar la respuesta.

Solucion.

a) El Método de Euler explicito viene dado por
Tip1 = o5 + hf(ts, z;)

En nuestro caso f(t;,x;) = f(x;) = —2z;. Calculamos ciertos valores de x; pequenos para
hacernos una idea de cémo va a ser el término general. Tenemos que

l‘lzl‘o—zhl’g:l—Qh

= (1—2hn)?
T3 = 29 — 2hay = (1 — 2h)* — 2h(1 — 2h)?
= (1—2h)°
Asi, vemos que en general ‘

Lo probamos por inducciéon sobre ¢ € N. El caso base ya esta demostrado asi que suponemos
cierto el resultado para ¢ = k y lo probamos para i = k + 1. Tenemos que

Try1 = v — 2hay = (1 — 2h)F — 2h(1 — 2R)% = (1 — 2R)*

y queda demostrado.
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b) Sustituyendo en los tres valores x1, s y 23 con el paso h que nos dan obtenemos que

3
1 =1-— 25 = -2
2
2
3\ 3
c¢) La solucién exacta del problema (7.1) es
w(t) =e %

de forma que

lim 2(t) = lim e =0
t—4o00 t—+00

De esta forma, queremos imponer que

lim z; = lim (1 —2h)" =0

i——+00 i——+00

Esto lo conseguiremos si y s6lo si |1 — 2h| < 1. En otras palabras, si
-1<1-2h<1

lo que ocurre si y s6lo si 0 < h < 1.

d) Para que x; sea ademés mayor que 0 para todo 7 € N tenemos que tener que 1 —2h > 0, es decir
que h < % Por tanto imponiendo esta condicion y la de la solucion del apartado c¢) tenemos
que el paso h debe satisfacer

1
O0<h<-=
2

Ejercicio 7.2 (3 Puntos). Hallar la region de estabilidad absoluta del método

h x; + x;
Tiy1 = +hf (tmL §7Tﬂ)

. Es A-estable?

Solucion. Consideramos el problema de valor inicial escalar

{a:’(t) = \z(t), t >0

donde A € C y hallemos la funcién de amplificacion (o de estabilidad) del método del enunciado.
Esta es una funcion R: C — C de forma que

Tenemos que

Tt = i + hA (%)
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de forma que despejando ;1 queda

1+ 20

L T
A i

I+

Asi, nuestra candidata a funcion de amplificaciéon es

Tit1 =

Ah

1+5

v
2

R(\h) =

Probemos por induccion que R(Ah) satisface la relacion (7.2). El caso base es i = 0 que se cumple
trivialmente. Suponiendo cierto el resultado para ¢ = k tenemos que para ¢ = k£ + 1 se tiene

Try1 = ROR)xp = ROR) (RO 20 = (ROAR)) T 2

y queda demostrado. Asi, la region de estabilidad absoluta del método es

-

Para ver que el método es efectivamente A-estable tenemos que comprobar que la regién R contiene
al semiplano complejo C~ = {z € C: Re(z) < 0}. Ahora bien, de la relacion

14

=

R:{ZGC: ‘

142
' 21 <1
=
obtenemos que
‘1 + 3( <=z
2 2
Multiplicando por 2 a ambos lados obtenemos que
124 2] < |2 — 2|

Ahora, haciendo z = a + ib tenemos que
|24+ a+ib| < |2 —a — b
y haciendo el médulo obtenemos que
(24a)?+0 <(2—a)?+b?

Elevando al cuadrado queda
(2+a)+b* < (2—a)+1?
y operando
4+a*+4a <4+ a®+4a

es decir, 8a < 0, desigualdad que se cumple si y solo si @ < 0, es decir, si y solo si Re(z) < 0. De esta
forma concluimos que el método es A-estable. |

Ejercicio 7.3 (4 Puntos). Se considera el problema de contorno
—2"(t) + q(t)x(t) = r(t), t € [to, T

px(ty) — o' (ty) = « (7.3)
2(T) = p

donde ¢, r € C ([to, T)), q(t) > 0 para todo [ty, T|,, 8 € Ry p > 0. Deducir un método de Diferencias
Finitas para el problema de contorno (7.3) que sea de orden 2 y mostrar que el sistema lineal que se
obtiene tiene un tnica solucion.
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Solucion. En primer lugar, vamos a anadir un nodo artifical ¢ 1 = ¢ty — h y una incognita artificial,
x(t_;). De esta forma, haciendo desarrollos de Taylor tenemos que

z(to + h) = x(to) + ha'(to) + 73:”(150) + %x”’(f)
lto = ) = a(to) — ha'(t2) + 4" (t0) = T2

donde 6 € (tg,to + h),n € (to — h,ty). Restando ambas ecuaciones obtenemos que
h3
z(to + h) — z(tog — h) = 2ha’(to) + ry (z"(&) + 2" (n))

Ahora, por el Teorema de los Valores intermedios, tenemos que existe n < ( < £ de forma que

Q) + " (0) _
T —a(Q)

Asi, podemos despejar z'(ty) y obtenemos que

$(t0 + h)Q_hx(tO - h) o %zx///(g)

Por otro lado, queremos aproximar la segunda derivada, x”(t). De nuevo utilizamos desarrollos de
Taylor

x/(to) =

h? h3 ht
x(t+h) = z(t) + ha'(t) + Ea:"(t) + E:E’”(t) + ﬂx“’)w)
2 3 4
z(t —h) = z(t) — ha'(t) + %x"(t) — %z"’(t) - g—4x“’) (7)

donde v € (t — h,t) y 7 € (t,t + h). Asi, sumando ambas ecuaciones obtenemos que

4

w(t +h) 4+ x(t — h) = 2x(t) + h22"(t) + h

2 (xi”)(ﬁ) + ™) 7))

De nuevo por el Teorema de los Valores Intermedios, tenemos que existe 7 < v < # de form que
™)(0) + 2 (7) = 227 (v)
y por lo tanto, despejamos x”(t) para obtener que

; _a(t—h)—2x(t) +2(t+ h) e

1" )
(1) - Sa()
Particularizando en cada nodo t; =ty +1¢h,7 =0,..., N — 1 obtenemos que
vy (tica) =22(t) +a(tin)  h* )
(t) = = — ()
Por otro lado, en el nodo i = N tenemos que
1 2+ h?
_l’(tN—l)ﬁ + ZL’(tN)TqN =TN + T(h) — %

donde hemos usado la condicion de que x(tyy1) = [. Asimismo, la condicion de contorno a =
px(ty) + ’'(to) nos dice que, utilizando la expresion hallada para z'(t) que

1 1 n* .,

a8(t-1) + pato) = 5a(t) = o = ~=a7(C)
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De esta forma, tenemos un sistema con N + 2 ecuaciones y N + 2 incognitas. De forma matricial la
podemos expresar como A, X = by, + 7(h) donde

1 1
n H Rz
_ 1 24hq L
h? h? h2
A = ’
_ 1 24h%qn
R2 R2
y
(8
To
by, = :
'N-1
8
TN_W

Ahora, si despejamos z(t_1) de la primera ecuacion obtenemos que

4

W% (€)= Wi (to) + (1)

x(t 1) = ah® + 6

y al sustituir esta expresion en la segunda ecuacion queda

1 h* 2 + h%q 1
ﬁ <—Oéh2 + E.Tm(g) + /Lh%@(to) — $(t1)> + x(to)TO - x(t1>ﬁ =19+ T(h)
y operando, queda finalmente
2 + h2qy + h? 2 h?
2(ty) b — w(t1) 7 = a = =a”(Q) + o+ (k)

De esta forma, obtenemos un sistema de N + 1 ecuaciones con N + 1 incognitas esta vez, que de
forma matricial podemos escribir como A, X = by, + 7(h) donde

2+h%qo+h*p 2
h2 2
_1 2+h g 1
e 2 2 h
Ah — h h 2
_ 1 2+4hPqn
h2 h2
y
a—T
1
by, =
nN-1
B
rnN — ¥

que se comprueba que es invertible pues es de diagonal fuertemente dominante y los elementos de la
sub y stper diagonal son no nulos. [ |
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Capitulo 8

Examen Septiembre 2017

Ejercicio 8.1 (2’5 Puntos). Se considera un (g, 0)-Método multipaso lineal con o(z) = 2%. Encon-
trar, deduciendo de forma razonada, un polinomio o(z) de grado 3 para que el (g, o)-Método anterior
tenga orden maximo. ;Cudl es este orden maximo? ;Es convergente el método obtenido?

Solucion. Puesto que o(z) = > ;_, Brz" = 2*, tenemos que el (g, o)-Método es de 3 pasos y By =
b1 = Py = 0,083 = 1. Asi, para que tenga orden maximo, imponemos que los ¢, dados en las
expresiones (3.4) sean todos cero hasta obtener un sistema de cuatro ecuaciones con ag, aq, (g, (g
como incognitas. Obtenemos asi un sistema con las ecuaciones
ag+ay+as+a3=0
a1 + 209 +3a3 =1
a1+ 4ag + 93 = 6
ay + 8as + 27a3 = 27

que tiene solucioén tnica

1 3 11
Qo = —5,01 257042:—37043:E

3
de forma que el polinomio que nos piden es
11 4 5 3 1
=_3_3 S,z
0(2) 7 24+ 5% 3

Veamos ahora cuél es el orden méaximo de este (g, 0)-Método. Calculamos ¢4 y obtenemos que

1
C4:—67£O

de forma que el orden es 3. Para estudiar la convergencia del (o, o)-Método, sabemos que convergencia
equivale a consistencia y 0-estabilidad. El método es consistente pues tiene orden 3 (¢y = ¢; = 0),
asi que estudiamos su O-estabilidad. Trabajamos con el polinomio reducido

60(z) = 112° — 182% + 92 — 2

y mediante Fubini calculamos sus raices, que son

7+ V3% 7 -39
_— Yy —m —
22 22
Tenemos que ver que zo y 23 estan dentro de la bola unidad. Ahora

2a] = |2 \/49+39 \/22-4 4 -1
zZ = |Z = — e -
3 2 992 292 29

pues 2% < 1. Asi, por la condicion de Dahlquist el (p,0)-Método obtenido es 0-estable y por tanto
convergente. [}

21 =120 = 3
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Ejercicio 8.2 (2 Puntos). Se considera el problema de valor inicial

/ —
2'(t) = f(t,z(t)), t € [to, T] (8.1)
z(to) = &o

donde f € C([ty,T]x) vy es lipschitziana en la segunda variable con constante de Lipschitz L > 0.
Dado N € N, se considera la red de puntos de paso h = % formada por los nodos t; = to+th para
i=0,1,...,N.

Para resolver numéricamente el problema (8.1) se considera el método de prediccion-correccion
P(EC)E en el que se toma como predictor el método de Heunn (orden 2)

h 2h 2h
Tig1 = Ty + 1 (f(tz',xz‘) +3f <ti + 5% + gﬂtz,l‘z)))

y como corrector método de Simpson (orden 4)

h
Tipo = T; + 3 (f(tize, Tiva) +4f(tiv1, xiv1) + f(ti, i)

Obtener, justificando la respuesta, el orden del método de prediccidon-correccion resultante.

Solucion. Lo primero es crear un falso método de Heunn de 2 pasos

h 5h 2h
Tiyo = Tiy1 + 1 (f(ti+17 Tiv1) +3f (ti + 3 Titv1 + ?f(tz‘—l—l-xi—l—l)))

El error local de truncamiento de este método es

x(t+2h)—x(t+h) 1

5h 2h
Tt h) = A 1 (f(tz‘+1, Tiv1) +3f <ti Tttt ?f(ti—&-l-xi—l—l)))

Por otro lado, el error local del método de Simpson sera

t+2h) —xz(t+h)
h

7(t,h) = il - % (f(t+2h,z(t+2h))+4f(t+ h,x(t+ h))+ f(t,2(t)))

De esta forma, el error local de truncamiento del método P(EC)E sera

t+ 2h)h_ x(t+h) % (f(t+2h,x*(t +2h)) + 4f(t + h,2(t + b)) + f(t,z(t)))

TP(EC)E(t’ h) = x(

donde x*(t + 2h) es el valor obtenido con el Método de Heunn (predictor). Sumando a esta ultima
expresion la cantidad

% (f(t+2h), x(t + 2h)) — f(t + 2h, x(t + 2h)))

y reorganizando los términos, tenemos que

PO ) — x(t+ 2h) — x(t + h)

_ % (f(t+2h,x(t + 2h)) + 4f(t + h,2(t + h)) + f(t,2(1)))

h
+ % (f(t+2h),z(t + 2h)) — f(t + 2h, x*(t + 2h)))
=7(t,h) + % (f(t+2h),x(t +2h)) — f(t+ 2h, z*(t + 2h)))
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Tomando normas y utilizando el hecho de que la funcién f es lipschitziana en la segunda variable
con constante de lipschitz L, tenemos que

FPEOE 4 h) = ||7PEDE ¢ b)|| < 7(h) +%H(f(t+2h),x(t+2h))—f(t+2h,x*(t+2h)))H

<7(h) + g} |2(t + 2h) — *(t + 2h)||
Por otro lado, tenemos que

z*(t + 2h) = x(t + h) +E (f(t+h,x(t+h)) +3f <t+%,x(t+h)+%f(t+,.x(t+h))))

4

de forma que sustituyendo, queda

||2(t +2h) — 2*(t + 2h)|| = ||z(t + 2h) — z(t + h)

_h (f(t+h,:v(t+h))+3f (t+%,x(t+h)+%f(t+h,x(t+h))>) H

i
ol

= h7(h)

De esta forma, concluimos que

y asi el método de prediccion-correccion resultante tiene orden 3. |
Ejercicio 8.3 (2’5 Puntos). Se considera de problema de contorno
" (t ) p)x'(t) + q(t)x(t) = r(t), t € [2,5]

( )
(5) + (5)=4

(8.2)

donde p, ¢, € C([2,5]).
a) Explicar en qué consiste el Método de tiro lineal aplicado al problema (8.2).
b) Enunciar y demostrar la Alternativa de Fredholm para el problema (8.2).

Solucion.

a) Puesto que conocemos el valor de 2'(ty) = 2/(2) = 6, conjeturamos el valor de z(tyg) = z(2) = s,
donde s € R es un parametro. Consideramos el problema auxiliar

y'(t) +p(t)y ( ) +a(t)y(t) =r(t), t € [2,5]
( o) =y(2) =
Y(to) =y/(2) =6
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y los problemas de valor inicial auxiliares

ya(to) = 2(2) =
Ya(to) = 15(2) = 0

de forma que por tratarse de problemas lineales, la soluciéon del problema de contorno inicial
(8.2) sera

x(t) = y(t;s) = yi(t) + sya2(t)

Imponiendo la condicién de contorno sobre el extremo de la derecha tenemos que

4=2(T) +2/(T) = x(5) + 2/(5)
= (11(5) + 592(5)) + (41(5) + s92(5))

y obtenemos la ecuacion

4= (1(5) +11(5)) + s(y2(5) + 5(5)) (8.3)
de forma que despejando s en la ecuacion anterior queda

_ A=) +n)
y2(5) + 45(5)

Distinguimos ahora varios casos en funcion del valor del denominador en la ecuacién anterior.

1) Siye(5) + y5(5) # 0 tenemos que sélo hay un posible valor del parametro s que satisfaga
la ecuacion (8.3), de forma que la solucion del problema de contorno (8.2) sera

() = y1(t) + Sy2(t)

8

siendo
4= (11(5) + i (5))
y2(5) + v5(5)

S =

11) Si y2(5) 4+ y5(5) = 0 hay dos opciones:

» Sid—(y1(5)+yi(5)) # 0 no hay ningtn valor del parametro s € R que satisfaga (8.3).
Asi, el problema de contorno (8.2) no tiene solucion.

» Si4d—(y1(5) —y;(5)) = 0, hay infinitos valores del parametro s que satisfacen (8.3) y
por lo tanto el problema de contorno (8.2) tiene infinitas soluciones de la forma

z(t) = y1(t) + sy2(t)
con s € R arbitrario.
Hemos probado asi la siguiente alternativa

Teorema. Sean p,q,r € C([2,5]):
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a) Oys(5)+yh(5) #0, en cuyo caso el problema de contorno (8.2) tiene una unica solucion.

b) O y2(5) +y4(5) =0, en cuyo caso el problema de contorno (8.2) tiene infinitas soluciones
sid— (y1(5) +y1(5)) = 0 o ninguna si 4 — (y1(5) + y1(5)) # 0.

b) Para demostrar la alternativa de Fredholm, consideremos el problema homogéneo asociado al
problema de contorno (8.2)

—.I‘”(t) + ( )p(t) + x(t)Q<t) =0,t¢e [27 5]
(2) =0

(5)2'(5)

Asi, la Alternativa de Fredholm consiste en lo siguiente:

8

I,

t
0

8

Teorema (Alternativa de Fredholm). Sean p,q,r € C([2,5]):

1) O el problema homogéneo (8.4) tiene como unica solucion la trivial, en cuyo caso el pro-
blema de contorno (8.2) tiene solucion unica.

11) O el problema homogéneo (8.4) tiene una solucion no trivial, en cuyo caso el problema de
contorno (8.2) tiene infinitas soluciones si y2(5) +y1(5) = 4 o ninguna en caso contrario.

Veamos el siguiente Lema previo:
Lema. FEl problema homogéneo (8.4) tiene como tunica solucion la trivial si y sélo si ys(5) +

y5(5) # 0.

Demostracion. Sea en primer lugar z(t) solucion de (8.4) y veamos que asumiendo que y(5) +
y5(5) # 0 se ha de tener que z(t) = 0. Sea v = z(ty) = z(2). Tenemos entonces que la solcuion
x(t) serd también solucion del problema

—2"(t) + p(t)x'(t) + q(t)x(t) = 0, t|in]2, 5]
v(to) = (2) =4
2 (tg) = 2'(t2) =0

De esta forma, por ser problemas lineales, tenemos que z(t) = vyy2(t). Ahora, tenemos que
0 =2(5) +2'(5) = ¥(y2(5) + ¥5(5))

de donde deducimos que v = 0 y que por tanto, x(t) = 0.

Reciprocamente, supongamos que y2(5) + y4(5) = 0 y lleguemos a una contradiccion. En es-
te caso, yo(t) sera solucion de (8.4) de forma que y»(t) = 0 por hipotesis. Pero y»(2) = 1,
contradiccioén. [}

De esta forma, utilizando el la discusion del apartado a) y el Lema anterior, hemos demostrado
la Alternativa de Fredholm asociada al problema de contorno (8.2).
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